Wprowadzenie

Obserwowany w ostatnim okresie burzliwy rozwdj teaogii wytwarzania
materiatdw i konstrukcji postawit nowe problemy tetyczne. Szczegdlnie
energetyka tych proceséw i zime powjzania towarzysgych im
przeptywdw masy, ¢u, tadunku elektrycznego i energii wymagaty stveoia
ogolnej teorii, ktora dczytaby we wspolyp catg¢ mechanike osrodkow
cigglych (MOC) i termodynamilg proceséw nieodwracalnychilraky teori jest
powstata przed trzydziestu laigrmomechanika Stworzone w ramach tej teorii
modele i metody pogbowania pozwalaj racjonalnie przewidywawtasngci
nowych materiatdw i wykonanych z nich konstrukcji tak w trakcie
projektowania jak i eksploatacji. Jej zastosowaniszczegolnych dyscyplinach
jak inzynieria materialowa, teoria konstrukcfg dzisiaj zasadnicze i dile
rosrgce. Szczegolnie zagbajgca do zastosowajest tu sytuacja, kiedy mowi
sie nie tylko o zachodgcych w trakcie procesu przemianach energetycznych i
struktury materiatu, ale rowniekreila sk mechanizmy dyssypacji energii oraz
Sposoby sterowania tymi procesami.

Historycznie rzecz bigc zapowiedzi termomechaniki byla ju
termospezystasé. Nastpnie pojawita s teoria pol sprgzonych oraz opisy
osrodkéw wielosktadnikowych, a $&0d nich termodyfuzja w $odku
odksztatcalnym. Prace z tego zakresu préegkréwieczem prowadzisimy
réwniez w Opolu. Najpierw byly to prace teoretyczne améj zastosowania.
Dzisiaj stanowj one fragmenty termomechaniki podobnie jak inneppegcje
z teorii pdl sprzzonych.

Nieodzownym elementem tych roziaé jestosrodek wielosktadnikowyco
wynika m.in. z potrzeby opisu procesow technologych. Istotnie, w trakcie
typowych proceséw wytwarzania przeptywymgch form energii prowadzdo
przemian elementéw struktury materiatu. W postacanéowej fkeda to
przemiany fazowe z tworzeniem nowej struktury oraakcje chemiczne w
fazie statej, a w najprostszej - zmiany wiastnonateriatu.

W kazdym z wymienionych przypadkéw nalewprowadzt pojecia typowe
dla drodka wielosktadnikowego. Tak #e postpiono w niniejszym
opracowaniu, gdzie trzeci rozdziat gwoecono temu ujciu wygodnemu do
analizy tej szerokiej klasy zagadfitermomechaniki naaytek technologii.

Rozwaania te poprzedza klasyczny zarys MOC, a zadanegbwve
obejmup ciata spgzyste. Dodajmy, 4 jest to ta cgs¢ mechaniki, ktéra nie
wymaga pogtbionej znajoméci energetyki procesow deformacji.

Natomiast opis wiasioi plastycznych, reologicznych oraz narastania
uszkodzé wymaga réwnig uwzgkdnienia mechanizméw dyssypacji energii z
ukltadu. Naley wowczas czysto mechanicznexaig problemu rozszerézyna
termomechaniczne. Wynikaasdt tez nieodzowné¢ szerszego spojrzenia na
problemy klasycznej mechaniki konstrukcji.



Typowy model termomechaniczngawiera jako sktadowe modele kinetyki i
dynamiki procesu, ktéreggpowigzanescisle z opisem przeptywdw energii oraz
mechanizmami jej dyssypacji. W konsekwencji zast@ste termomechaniki
wymaga:

- okre&slenia typowego fragmentu struktury materiatu sdiosktadnikow oraz
powigzai miedzy nimi,

- zbudowania modelu oddziatywa przeptywow masy, ¢du, tadunku,
energii i entropi,

- sformulowania dla okrdonego modelu i typu oddziatywabilansow
procesu, a w tym parcjalnych i sumarycznych bilansdasy, tadunku, golu,
kretu, energii i entropii,

- okrellenia  historii  procesu oraz  gtdwnych  funkcjonatéw
termodynamicznych géznie z  wynikacymi z nich  réwnaniami
konstytutywnymi,

- sformutowania zada brzegowych procesu na podstawie znajmino
réwnai konstytutywnych, bilanséw oraz warunkéw pticawo - brzegowych,

- podania rozwjzania analitycznego zadania brzegowego Ilukx te
zbudowania odpowiedniej procedury obliezeaumerycznych najesiej z
wykorzystaniem wariacyjnychedjproblemu, np. MES.

Naszkicowany tu program uniwersalnego ppstvania znalazi
zastosowanie w wielu, egto bardzo odlegtych, dziatach wspotczesnej te¢hnik
i technologii. Korzystano z niego zaréwno w mecharkonstrukcji jak i przy
wytwarzaniu kompozytow, biomateriatach i in. Teclutzy otrzymali bardzo
skuteczg meto@d postpowania przy projektowaniu i sterowaniu procesami
wytwarzania materiatéw.g8ze wiec, iz warto studentom itynierii przedstawd
podstawowe idee tej dyscypliny wiedzy.

Przedstawiony wyktad termomechaniki byt prezentopvad kilkunastu lat
studentom specjaldoi teoretycznych na Politechnicaskiej i Opolskiej, a
gtébwnie na studium doktoranckim. Praca natomiastgpata w Katedrze Fizyki
Materiatéw Politechniki Opolskiej, gdzie w trakgieowadzonego przeze mnie
seminarium z termomechaniki byly dyskutowane paogigtajak i jej
zastosowania, za co sktadam pelaivania.



Rozdziat |

ELEMENTY MECHANIKI OSRODKA CIAGLEGO
1. Wstep

W prezentowanym uggiu MOC podajemy najpierw pgiia pierwotne. %
nimi zarbwno pajcia arodka chgtego, jego gstasci oraz uktadu sit
(masowych i powierzchniowych) jak i wspotzatesci zachodzce medzy
ruchem a sitami. Pegia te w zasadzie pozwadajormutowa tylko spezyste
zadania mechanikisoodkéw chgtych. Natomiast do opisu niespystych cech
materiatow trzeba dodatkowo wprowatlfiojecia ciepta i jego przeptywow, a
takze energii wewgtrznej, entropii i temperatury, co uczynimy w kolgn
rozdziale, wprowadzag ujecia typowe dla termomechaniki.

Osrodek cagly jest pewnym modelem materii i zachgdgch w nim
zjawisk, ktore nazywamy makroskopowymi. E¢ to mae sugerowd iz
ujmuje ono jedynie problemy w jakinidealnym drodku cagtym bez gkniec,
szczelin itp. Tymczasem model ten jedynie sugerujpis zjawisk
wykorzystupcy pogcie funkcji cagtych.

2. Ruch Grodka

Ruch drodka ciagtego w czasoprzestrzeni opisuje ukfad trzech réwna
X =X(X,t) lub X =% (X, 1) (2.2)

okreslajacych potaenie castki materialnej w kadej chwili czasu. Zmiennymi
niezalenymi s tu potazenie pierwotne cgstki materialnej i czas. Taki opis
ruchu nazywamynaterialnym (Lagrange’a)

Do réwna tych istnieje odwzorowanie odwrotne

X = X(X(t),1) lub X =X, (% 1), (2.2)

pozwalajce na réwnowany - przestrzenny opis ruchwsrodka. W tym
przypadku zmiennymi niezaleymi bedzie aktualne pol@enie castki
materialnej i czas.

Uporzzdkowany uktad liczbX = (X; X; X3) nazywamy wgc wspotrzdnymi
materialnymi (Lagrange’a), & = (X, X, X3 ) przestrzennymi (Eulera) gstki
osrodka.
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Ruch drodka mana rownie zapisg& rownaniem

u(X,t) =x(X,t) =X lub U =X (X, 1) = X; (2.3)

s o)

Rys. 2.1. Ruch@odka

Przytoczone rownania w petni oklgja kinematyk osrodka.
Pole przemieszchal
uk = Xk - Xk (24)

jest funkcy

u =u (X;,t) — w opisie Lagrange’a (opis zatey od czasu i
potozenia pocatkowego)
Uy = U (% (0),1) — w opisie Eulera (opis zalery od aktualnego

potozenia i czasu)

Natomiast wektor pdkasci przemieszcze vy, = v (X (t),t) wynosi

v :dukzauk+auk%:. ouy

+ Sk =y 2.5
KTt T ot o dt kT gy ok 25)

Odksztatcenie ciata obliczymy poréwnoj diugaci wektoréw dX i dx
punktéw blisko siebie poimnych przed i po deformaciji

(dx)? =%§%dxidxl . (dX)? = 3, dx,dX,
i |
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Wykorzystupc zwigzek (2.4) uzyskamy

(ax)* ~ (ax)? = H‘Z))((k + g;‘(k ](?;;k + Z;’(k J X }dxi dx, =
i i | |

Ju du, 0du, ou
:(5“5"' *iox Mo T ox, ox,
[ i i OA

- aui + aU| +6uk auk
X, X,  0X; X,

5” deldX| = (26)

del dX| = 2Ei| Xm dX|

Materialny tensor skiwzonych deformacji tensor Greenaokreslaja wigc
wyrazenia w nawiasach wzoru (2.6)

2E = gradu + grad'u +grad'ugradu
lub (2.7)

auk +6um +aup aup

2E, = .
KMTOX, X, 90X, 0X,,

Przypadkiem szczegdlnym jest tensor niéskenie matych odksztalte

2¢ = gradu + grad' u lub 2 =u ; +u;; (2.7)

Wyszczegodlnione pol& i € pozwalaj w petni opisé deformacje érodka
ciagtego.

Z kolei wektor pedkosci v i przyspieszenia okreslimy zaleznasciami

V=X, a=vVv (2.8)
a wektor pgdkosci deformacjid

2d = gradv +grad’v lub  2dy =v ; +v;; (2.9)
przy czym petna pochodna po czasie pola przemieszgx,t) wynosi

d ou
—u=—+graduly 2.10
dt ot g ( )
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Podane formuty na obliczanie pochodnych czasowydh Wwykorzystywane
przy analizie réwniabilanséw procesu.

3. Zasada zachowania masy
Bedziemy zakfadali,ze rozktad masym w dowolnym punkcie ciala to
dodatnia skalarna miara, absolutniegg. Jest ona addytywn funkcija

objetosci. Istnieje wec gestasé¢ p jako graniczny stosunek masy do
zajmowanej przez giobjetosci V

Cim M
p(X) _H\I/IHTO v (3.1)

Z drugiej strony masm ciata# jest rowna

m() = [ pdV (3.2)
\Y

Natomiasizasada zachowania masya postéa
d d
“m3H=0 - — V=0 3.3
5 ) " J pd (33)
Globalna postatej zasady prowadzi do réwnania
1 aav =[ (22 + divevyav (3.4)
dty, v ot

stad jej forma lokalna

00 . 0p
—+d =0 lub —+(pv ). =0 3.5
5+ diver ub =+ (o), (35)

4. Wektor i tensor naprezen

Miarg wewregtrznych sit z jakimi oddziatywuj czastki materialne na siebie
jest wektor napzenia oraz wynikajcy z niego tensor nagten. Wektor
napezen otrzymamy po umownym podziale ciata na dwiescii okresleniu

intensywndci sity powierzchniowel; (x) jaka wysgpuje w punkciex, 0 A na
powierzchni rozdziatlu o wektorze normalnym Sposob pogpowania jest tu
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podobny jak przy oksaniu sit przekrojowych w klasycznej wytrzymaen
materiatow (rys. 4.1a). Wektor napen okresla wiec wyrazenie

a) b)

Rys. 4.1. Wektor i tensor nagien

P =Ilim 4R

! TV (4.1)
27-0 AA(X,Ny)

Wektor napgzen P, mozna rozigyé na skladow normalmy i styczn.
Podobnie okrédajac intensywné¢ oddziatywa migdzyczsteczkowych na
ptaszczyznach elementarnego prostopaimu o0 bokachAX; AX, A4X3
otrzymamytensor napgzer

017 012 013
O21 U2 0O3z3 (4.2)
031 O3 033

Ojj =

Miedzy wektorenP; a tensorem nagiten g zachodzi zalenos¢

R=gjn (4.3)

i
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5. Zasada zachowania ¢du i kr etu

Pojecie sity stizy zaréwno do opisania wzajemnego oddziatywania rcéat
siebie jak i oddziatywa migdzy czstkami w ciele. Sityf dziatapce na ciato
bedziemy rozdziel& na objetosciowe pF oraz powierzchniowe Ich suma
Wynosi

f = [ pFdV + [PdA (5.1)
\% A

Dalej kedziemy zaktadg iz na cialo nie dzialaj powierzchniowe ani te
objetosciowe momenty. Gt sumaryczny moment sit dziadaych na ciato
liczony wzgkdem pocaztku uktadu wspotrgdnych ma posta

Mo = [XE pFAV + [XE PdA (5.2)
\% A

Podstawowe prawa mechaniki, acwizasada zachowaniedu i kretu,
przyjmg posta

ijpvdv =f lub ijpwdv = f, (5.3)
dt dt
\% \Y%
oraz
d d
d—sz pvdV =m, lub = [ &% p%dV =mg (5.4)
tV dtV

Petna postazasad zachowaniagdu i kretu ma forme

%jpvidvszﬁdv+j PdA (5.5)
v v A
oraz
d _
ajqjkxjp\,@dv—jgijkxjpﬁ(dv+j£ijkxj RdA (5.6)
v Vv A

Podane w tej formie zasady zachowanigdip i kretu g3 ogéinymi i
podstawowymi rGwnaniami mechaniki, stangeyimi cz$¢ termomechaniki.
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6. Réwnania ruchu

Z podanych w postaci globalnej rownaasad zachowaniaggu i kretu
uzyskamy ich lokals post& - czyli rownania ruchu S3 to podstawowe
réwnania dynamiki &rodka ciagtego. ROwnania te uzyskamy wykorzystuj
twierdzenieGaussao zamianie catki powierzchniowej na efogciowg oraz
wprowadzeniu operacji phiczkowania pod znak catki. Zachodzi

dy

padvzprdV+Jaij n,dA (6.1)
\Y \Y A
a shd
dv
I(pd—t'—pl:,—dij’jjdVZO (6.2)
\%

Podana catka zaniknie z@i funkcja podcatkowa jest rowna zeru

dv dv :
’Od_tlz'ol:' +0; lub pE:pF+dIVc (6.3)

Zaleznosci (6.3) @ poszukiwanymi réwnaniami ruchu. Ich szczegdlnym
przypadkiem, kiedy; =const, 53 rbwnania rownowagi wewirzne;.

Analogiczne pogpowanie z réwnaniem zasady zachowania momegdu,p
czyli kretu, prowadzi do symetrii tensora nejmn

g =0; lub c=¢' (6.4)
Wystepujaca w rownaniu ruchu pochodna czasowa ma §orm

dy

ovi(x.t) , ov dx _ . oy
dt ot ox dt

=V + -V, (6.5)

w ktorej drugi sktadnik zawiera nieliniow® — iloczyn gradientu midkosci
przez pedkos¢. Wielkosci te dla uproszczenia rozwah bedziemy czsto
pomijali, co w konsekwencji prowadzi do linearyZadwnan mechaniki.

Istotnie, wyst¢pujace w lokalnych réwnaniach bilanséw pochodne czasowe
sa suny pochodnych lokalnych oraz konwekcyjnych (pochonhagerialne)
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d()_al),,, o) (6.6)

Forma tych pochodnych jest ngsttwem przyjtego opisu ruchu ciata, a dalej
bilanséw procesu, odnoszonych do aktualnej kondiguciata.

7. Zadania brzegowe mechaniki

Podane poprzednio roéwnania ruchu oraz weméa okrélajace tensor
napgzen w zalenoici od pola przemieszciesy zasadniczymi rOwnaniami
mechaniki. Uktad ten nalg jeszcze uzupetbio rownania konstytutywne, ktére
sa zalezndsciami midzy tensorami napgen oraz odksztalde Posté tych
rownar wynika z rozwaan energetycznych, a wygtujace w nich tzw. funkcje
materialowe wyznaczaesk eksperymentu.

W najprostszym, liniowo- spkzystym przypadku tensor nagen oj
z tensorem odksztaties,; (por. (2.77)) hczy prawo Hooke’a

Oij = Bju & (7.1)

Natomiast w nieliniowo - spgystym ciele zachodzi podobna zales¢ dla
przyrostow tensorowdoy i Agy

Ady = Ei (&) D&y 24g = Ay +Au (7.1)

gdzie By, jest tensorem statych materiatowych, a podane aovenodnosz si¢

do ciata anizotropowego.
Klasyczne oraz przyrostowe zadania brzegowe mekiaaia posta

dv dav,
P =R T p= = PR + 40y (7.2)
28” =ui’j +uj’i 2Agij =Aui’j +Auj,i (73)
Ojj = EijEI|<I (&) € Aoy = Eiij (&) Ay (7.4)

Po podstawieniu réwma(7.3) i (7.4) do (7.2) otrzymamy uktadwnar
przemieszczeniowyamnechaniki
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d4v,

dv
B U j + oF = 'Od_tl Eija Au jj + pAF; = 'Od_tl (7.5)
Do podanych wygej rownai nalezy dofgczy¢ warunki pocatkowe
Vi (%,t=04) =Vig U (%,t=0,) = U (7.6)

oraz brzegowe

Jijnj‘Ag:F,’, Ui‘AJ=Ui lub Aaijnj‘AgzélP,’, Aui‘AJ =4ui (7.7)

Otrzymalémy tu najprostsze zadania MO€E€réwnania teorii spzystasci,
ktore nie wymagaj rozwaan energetycznych. Jest to sytuacja atkpwa,
natomiast zitéone problemy przemian energetycznych wysjacych w
technologiach wytwarzania i eksploatacji materiatdwonstrukcji wymagaj
kolejnych rozszerze i modyfikacji klasycznej mechaniki m. in. o opisy
przemian fazowych i oddziatywanatury niemechaniczne;.

Zagadnienia

1. Okrali¢ wspéirzdne tensora odksztalteGreena w ptaskim stanie
deformaciji, kiedyu, =u, % t )i, k=1, 2.

2. Wyznaczy podstawowe niezmienniki tensora odksztatcereenak;,
le=& . HNeg=EE; , Wg=EEE

3. Okrali¢ napkcie powierzchniowe jako szczegdllny przypadek stanu
napkzen w osrodku.

4. Podé réwnania ruchu (6.3) w przypadku kiedy pola wpsiace w tych
rownaniach zabe tylko odxy, X, i t.

5. Sprecyzowa réwnania fizyczne (7.1), kiedy pole odksztaice; jest
ptaskie lub jednowymiarowe.

6. Podé izotropowe i transwersalno-izotropowe odpowiedmdivna (7.1)
i (7.5).
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7. Wyprowadzt rownania od (7.1) do (7.6) w przypadku, kiedy pole
przemieszcze u, - u; =u(%,t) (zagadnienie warstwy) w przypadku
materiatu izotropowego i transwersalno-izotropowego



